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Ein einfaches ~Iodell zur Beeinflussung der atomaren 
Spin--Bahn-Kopplung durch einen Ringstrom, 3. Mitt. 
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Mit 1 Abbildung 

(Eingegangen am 10. November 1976) 

A Simple Model Describing the Influence o/ a Ring Current on 
the Atomic Orbital Coupling, I I I  

As an extension of earlier work 2, two further approaches 
were made to the calculation of the vector potent ial  due to the 
electron of the atom. The first made use of the formula for a 
point  charge at  a large distance from the point  of interaction, 
while the second was based on the quantum mechanicM formula 
for the current density. In  principle the results are in accord- 
ance with those obtained previously. 

1. P r o b l e m  

Es is t  in den  beiderl vorangegangener t  Arbe i t e~  J, 2 eirt )/Iodell vorge- 
s tel l t  worden,  das  die Beeinflussung der  S p i n - - B a h a - K o p p l u n g  eines 
E ine lek t ronen-Atoms  durch  derl t~ingstrom eines A r o m a t e n  

qua l i t a t i v  beschreibe~t sollte. I n  der  e rs ten  Mitt .  ~ wurde  ein angeregter  
A r o m a t  un te r such t  (A t * 0) nrld der  mi t  e inem a -Fe ld  (a = Vektor-  
potent iM) zusammenh&ngende Ante i l  iv un te rdr i i ck t ,  withrend in der  
zweite~ 2 bei e inem n ich t  angeregten  A r o m a t e n  (Jax = o) nur  dieser 
Ante i l  b e t r a e h t e t  wurde.  Der  Vek to r  iv ist  al lgemein 

27: a 

(to - -  e02/m0 c 2, v ~ Anzahl  der  Aromatene lek t ronen) ,  wobei  un t e r  
Verzicht  anf eirt ~nBeres Magnet fe ld  der  Vek tor  a mi t  Hilfe des Ge- 
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1270  H . - G .  B a r t e I :  

setzes yon B l o t  und S a v a r t  auf die Bewegung des punktf6rmig ge- 
dachten Atomelektrons zurfiekgefiihrt wurde 

e0 z, 

~ 0  G 

(~" = Impulsoporator, ~R = r -  r-, der Strieh bozoiohnet den Aroma. 
ton). Wegen 

~" ~ ~ e0 - r o = - - p  + - - ~  (1) 
m o  m o  c 

mit 
2r r  2 x  

= _ _ _ f  _ t o ,  ; d ) i ~ R l _ l a  h cl d ~ i ~ i _ l j v _  2 ~ . ]  

o o 

fanden wir im Operator der Spin--BahmKopplung 

den Zusatztorm 

~, Z r o h  r_  a ", 
H s ,  = - ~ (r • to) 

2 

(2) 

(3) 

(4) 
mit 

Z ro a h 
B ( v )  - -  ~, 

4 m o  

~=0 2 ~ + 1  

der die Beeinflussung dnrch den l~ingstrom beschriob. 
Unter Beibehaltung der Anordnung yon Ring und Atom I und 

der Bezeichnungen yon ~ wollen wir in tier vorliegenden Untersuehung 
fiir eiimn nicht angeregten Aromaten don Ansatz zur Berechnnng von a 
otwas abwandoln. Dabei soll im Fall A ebenfalls ein punktf6rmiges 

Elektron betrachtet werden, aber sofort die Ann~hme r ~ r benntzt 
werden, so daf3 a nach der GI. (vgl. 3) 

• (5) a = - -  r a(r x m )  x ~ - -  2moc 

mit -- r •  

bereohnet werdon kann. Im Fall B wird das Vektorpotential fiber 4as 
Gesetz vort B l o t  und S a v a r t  

oo ~ 2 ~  

o o o 
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aus der allgemeinen Gleichung fiir den Stromdichtevektor 

i~ = ~o ~ i (+, v + - -  + v +*) 
2 mo 

mit 

bestimmt. 

(7) 

2. De r  F a l l  A 

SetzeJa wir den Ausdruck (5) ffir das Vektorpo~ential in die G1. (2) 
ein, so bekommen wir 

2 ~  

~0 TO V --3 ; 

0 

and unter Benn~zung der GI. (1) and (3) 

27; 

~" Z ro ~ 3 "v ' .  

2 mo Zh8 ~ r~ (rr)-3 ~ f d (~19~ ]-, (r • (r• 
0 

z,. 

Den zus~tzlichen Operator .P k6nnen wir wegen r • (~ • [~) = - -  (r r){ 
auch als 

27: 

0 

aufschreiben. Das Integral 
2 ~  

0 

bereehr~en wir mi~ der Laplace-Ent~4eklung yon 19~J -1 und mit 

r )  = r )  [sin~ s i n8  (cos ~ cos q~ + sin q0 sirra) + cos 0. eos~] zu 

I = 4 r~ (rr)  -2 [sin & s in~  E (2 v - /1 ) -1  R, P 1  (cos ~) p 1  (cosg) + 

+ cos ~ cos~ Z (2 z + 1)-1 2r p o (cos ~) 2~o (cos 5)], 

wobei wegen der Voraussetzung r < r das Symbol R-~ 

80* 
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bedentet. Naeh einigen Umformungea und unter Heraaziehen der 
l%elationen ffir sin 3 Pl m (cos b) und cos ~ P1 m (cos #) (siehe 4) ergibt 
sich dana 

I = 8 7 : 2 ( r r ) - 2  ~__ ~ R , + 1 ~ - 2 ~ -  1 ~-1 2~-~-1 Y'~176 

Bedenkea wir, da~ jetzt fiir das Symbol Xu ia G1. (4a) Xu : ru ~-u-2 
zu setzen ist, so gilt 

R1 R~+I --~ Xu+2 und R1 R~-I = Xu (R1 : r r-2). 

Damit linden wir fiir den Operator 

mit 

S' = u=0E (2~ + 1)-i ~ - 3  X~+~ + 2 ~ i X ~ ]  y o O, 9) y o (a, ~), 

wobei wit wie in ~ den Antikommutator eingefiihrt haben, damit 
hermiteseh ist. 

Vergleiehen wir die Operatorea P and () [G1. (4) und (4a)], so stel- 
lea wir lest, dal~ sie sich nur in den Radialanteilen der Summen S bzw. 

S' unterscheiden, wean man ffir S ebenialls die Eiaschr~nkung r < r  
benutzt. Damit brauehen wir, falls wir diese Bedingung nieht verlassen 
wollen, die Matrixe]emente der 2. Mitt. z nicht erneut zu berechnen, 

wenn in diesen Ausdrficken die Faktoren y 2 x + 2 Nu n (l, l') ia den 

z + l  N~ (l,l') + z eiuzelnen Summanden darch 2 ~ - - 3  ~+2 2 ~ - - 1  Nun (1, l') 

ersetzt werden, wobei jetzt 

Nu n (1, l') = r -~-2 f d r r  ~-1Rnz (r) Rnz' (r) 
] 

o 

zu setzen ist. Insbesondere bleiben die Aussagea fiber die zuss 
Aufspaltung qualitativ erhalten. 

Unter Verwendung aller Vereinfachungen un4 Vernachl~ssiguagen, 
die wir sehon in der 2. Mitt. 2 benutzt haben, k6nnen wir nun eine Funk- 
tion f (b) aufschreiben, mit weleher wir diejenigen b-Werte ermitteln 

k6naen, bei denea extremale Aufspaltungen (bei 1 > 0 an4 r < ~:) 
vorliegea. Sie hat die Form 

/ *  

f (b) = r -4 ] d r Rn 2 (r) 

o 
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Abb. 1. 
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i: 
Die gemit~elten Geraden ze = pn  -~ q. I :  nach Arbeit a, I I :  naeh 

Arbeit 2, I I I :  diese Arbeig (Fall A), IV: diese Arbeit (Fall B) 

Tabelle 1 

n 3 3,7 4 4,2 5 6 7 
ze 2,47 4,16" 4,88 5,32* 7,27 9,62 11,97 

* Ermi~telt aus der durch Geradenausgleich 
ze ----- 2,37 n - -  4,63. 

erhaltenen Beziehung 

mi t  den S l a t e r - R a d i M f u n k t i o n e r l  R n  ( r ) -  r n 1 e-xr; die notwendige 
Bedingu~g lau te t  nml  

b ~-~ (R~2 (~) _ 4 ~--2 [ d r R n  2 (r)) O, 
] 

O 

die neben  b = 0 durch das Verschwinden der K l a m m e r  zu erftillen ist. 



1274  t t . - G .  B a r r e l  : 

cO 

Letz tere  lggt sich mi t  z = 2 xr urtd At  (z) = f d s s t e -zs in die Fo rm 
1 

4 (2 n - -  1)! = z 2n [zAo (z) -~- 4 A2n-1 (z)] 

bringen, die sich leicht auswerten l/~gt. Fiir einen Wer t  z = ze, der 
diese Gleichung erfiillt, erhMten wir fiir die zweite Ableiturtg 

b 2 r  - 2 n - s e  - z e ( 2 n - 4 - z e ) ,  so dab liir b + 0  bei z e > 2 n - - 4  ein 
Max imum vorliegt. Die e rmi t te l ten  ze-Werte in Abhs yon der 
I t aup tquan t enzah l  n zeigt Tab.  1; fiir n = 2 gilt wieder nur  das un- 
ia teressante  Ergebnis  ze = 0. Die weitere Diskussion entspr icht  der 
in der erstert Mitt. 1 urtd fi ihrt  zur Tab.  4 ia  2 und  deren Aussagen. 
Abb.  1 zeigt noch einmal die gemit te l ten  Geraden Ze = pn  ~-q  der 
vorhergehendert  und  dieser Arbeit .  Auf eine Diskussioa dieser Vet- 
h/~ltaisse k o m m e n  wir spi~ter zuriick. 

3. D e r  F a l l  B 

Beachten  wir, dab Yl m (1}, q0) = (2 ~)- �89 p~m (cos ~) eim~ gilt, so 
kSnrmn wir leieht die Re]at ion 

~* V ~ - -  ~ V ~* -= i ~  (r sin 1})-1 R n~  (r) [Pl m (cos ~)]2 ) ~  (~) n 
7~ 

mit  n = ( - -  sin 9, cos 9, 0) T ableiten, so dab G1. (7) 

eo h m  
iA 2 r: mo 

(r .  sin 1})-1 Rnt2 (r) [p~m (cos 1})]~ 2 ~ (~) n 

liefert. Mit dem Gesetz yon Biot und  Savart (6) bekommen  wir dann  
das Vektorpotent ia l  a:  

e o h m  
a - s ~ m  n .  (8)  

~2. 0 C 

Hier  bedeute t  n = ( - - s i n ~ ,  cos % 0) T, und  Su m steht  als Abkiirzung 

iiir die Summe 

S~m = S~m (r, 1}) - -  

= Y~ 2~ -}-~ p 1  (cos I}) M ,  nZ (r) d 1} p t (cos 1}) [p~m (cos I})] 2 
~=1 

0 

mit  dem Radial integral  
co 

M~ nz (r) = f d r rR ,  Rn~ 2 (r). 

o 
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Diese Summe  kann  noeh in eine andere Fo rm gebraeht  werden. Wir  
benutzen dazu die Gleiehungen 

I/2-~ + 1 (-~--l)! P;' P,t(eosl~) = - - I /  ~-2~ i (T+l)!sinl~ (eos~) 
und 

d 
P , '  (cos ~) - -  d cos 

p / 
Pr o (cos 5)=Z~=O (2 z - - 1 - - 4  ~)I// z_+;~ PzO_l_2~ (cos ~) 

mit  der Bedeuturtg 

[ ( z - - 1 ) / 2 ,  werm v ungerade 

P = / 2 - - 1 ,  ,venn z gerade 

(siehe ~). D a m i t  kSrmert die IntegrMe J~ : .~ d I~ p 1  (cos 5) [p~m (cos 5)] 2 
0 

7~ 

auf eine S u m m e  yon hategralen der Fo rm f d 8 sin ~ P~O_1_2 ~ p~m p~m = 
0 

= C (v - -  1 - -  2 tx, I, m) zurfickgeffihrt  werden. D a v  - -  1 - -  2 ~z + 2 l 
gerade sein mu~,  dami t  diese le tz teren In tegra le  yon Null verschieden 
sind, b rauch t  die Snmme  S~ m nur  fiber ungerade  v ers t reckt  zu werdem 
Es ist daher  auch die obere Gren.ze in der Summe  P , '  (cos 3) stets  
p = ( v -  1)/2. Da  die C-Integrale  ebenfalls versehwinden,  wenr~ nieht  
0 ~< v - - 1 - - 2 ~  ~< 2 l  gilt, bekommert  wir ffir v >~ 2 1 + 1  die Be- 
dingung ,~ ~> p - -  1. Somit  ergibt  sich ffir die J~-Integrale  

]/ - 1 ) !  2 + 1 
= - -  Z ~ - - ~ :  C (~, l, m)  J~ [ " ( 2 z + l ) ( v + l ) ! ~ = o , 2  ..... u | / y . + l  

mit  
21, wenn z /> 2 l + 1  

Y =  v - - l ,  werm v ~  2 I - - 1 ,  l > O  
un4  fiir Sere: 

S z m - -  

. . . . .  

- - E  
T =  21 -4- 1 , 2 l + 3  . . . .  

mit  

2~z @ I:C ] - -  U (v) p 1  (cos ~) Mz nZ (r) • (~, l, m) 
. . . . . . .  

L~=o,2 ..... 2 l [ , / ~ + 1  

u (-~) = ] / /  (-~ - -  1)! 

l /  (2~ + i) (-: + 1)r 
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Mit Hilfe der G1. (2) uItd (8) berechnen wir nun das h-Feld und be- 
kommen 

-2eorohm,~a -- mo c Sxm L ~ I R p p o I ( c ~ 1 7 6  R ' I  2 9 @ 1 

Vergleichen wit diesen Ausdruck mit  demjenigen, den wit im Falle 
eines angeregten Aromaten erhielten ~, so stellen wir lest, dab man sie 
inei~ander iiberffihren kann, wenn mart die Vertauschungen m v ~ A 
und - -  ro S~ m ~ a-1 vorrtimmt. 

Weiterhin sehen wir, dab im wciteren nut  Zust/~nde mit 1 > 0 

irtteressieren, da sonst wegert m = 0 die Vektorpotentiale a und auch 
versehwinden. Wir wollen fiir 1 > 0 somi~ Zust/inde w/~hlen, die Eigen- 

/ " ,A  

funk~ionen zum Operator ~ l sind, d .h .  

2~• = [W• (/, mj) Y~mJ-'/, (~, ~) ~.,/, (~) • 
:]: W:F ([, mj) y~mj+'h (~, q0) )_~/, (~)] Rn~ (r) 

mit 

V 'l 4- m~ + �89 
W~  (1, m~) = 21 + 1 

Die Berechrtung yon fi verl/iuft dartn genau wie soeben geschilderL 
urt4 wir erhalten 

- 2eoroh~ 

wobei wir die Abkiirzung 

---- 2 ~ i  R~ pp1 (cos ~) p 1  (cos I~) 
p = l  

eingefiihrt haben und die Indizierung bei a~ sich darauf bezieht, in 
welchem der Zust~nde F •  sich das Elektron befinden soll. 

Betrachten wir nut  die energetisch tieferliegenden Znst/~nde 8_  
bei gegebenem n und I > 0, so k6nnen wir wiederum die Matrixelemente 

mit  dem zusi~tzlichea Spin--Bahn-Kopplungsoperator  G, die uns 
interessieren werden, aufschreiben, und zwar fiir l = 1: 
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und 1 = 2 : 

< F ( n 2 D ~ / ) I G I F ( n  D~I~ j> J: 

21/3_ - -1  (13 9 ) 
_ + 2~ r-2 

~ 1 / / 1 -  [ 3 r -2 (462- -a2)  Q3'~2] 
5 I/5 (S~ --4S~2) a ~ B  (~) Q~2--~S 

Hierzu haben wir S~ -m = S~ m beachtet  und die Abkiirzung 

c o  
/ I ,  

Qpnl = / d r Rp Rnl 2 (r) 
] 

0 

verwendet .  
Fiir die Diskussion 4er Abh/ingigkeit der einzehlen Aufspaltungs- 

maxim~ yore Abs t aad  b zwischen Ringmi t te lpunkt  un4  Atomkern  
fiihren wit wieder die gewohnten Vereiaf~chungea ein: Beschr/iakung 
auf Glieder mit  p ~ 1 und  z = 1, Verwendung yon  (l-unabhs 

Slater-Radialfunktionen un4 r < r .  Die genannte  Abh~ngigkeit  kann  
dann  aus den Ext remwer ten  der Funk t ion  

r 

/ (b) ~-  r - 2  ~/[1 nl  Q1 n l  -~- ~ - 2  ~ / j l n  Q1 n = r-4 / d r2 Rn2 (r) ~.[" drrRn2(r) 
,) 

o o 

abgelesea werden. Nach  kurzer Rechnung  bekommell  wir fiir die erste 
Ableitung 

a /  
db  - - r - S b  [(6 + z + 2n)JzZn+l A o ( z ) -  12nJ2--z4n+Z Ao 2 (z)] (2x) -4n-1 

mit  z = 2 xr und J = (2 n - -  1)! - -  z 2n A2_nl (z) [die Integrale  A t (z) 
siehe oben]. Neben b = 0 verschwinclet sie, wena  der Klammeraus-  
druck liir z = Ze verschwindet.  Die ze-Werte, die das bewirken, sind in 
Abhs von n in Tab. 2 aufgefiihrt, die gemittelte Gemde ist 

Tabelle 2 

n 2 3 3,7 4 4,2 5 6 7 
Ze 1,97 4,50 6,19" 6,98 7,40* 9,41 11,82 14,20 

* Ermittel~ aus der dureh Geradenausgleich erhaltenen Beziehung 
Ze ~ 2,44 n - -  2,85. 
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in Abb. 1 gezeichnet. Eine Betrachtung der zweiten Ableitung zeigt, 

dab es sich bei den Absti~nden b = ]/(Z-e/2X) ~ - - a  2 um Maxima der 
Aufspaltung und bei b = 0 um Miaima handelt, so dai3 die prinzipiellen 
Anssagen der Arbeiten 1 und 2 in bezug anf den Zusammenhang von 
gingradius a und Abstand b erhalten bleiben. 

4. Z u s a m m e n f a s s c n d e  B e m e r k n n g  

Die Abb. 1 lehrt nns, daB, nnabh/mgig yon der gew/ihlten Form der 
Absch/itzung des Vektorpotentiuls a, das yore Atomelektron erzeugt 
wird, im Falle eines nicht angeregten Aromaten in bezug anf die Auf- 
spaltungsgrSBe in Abh/tngigkeit yore Atomkern--Ringmittelpunkt- 
Abstand die Aussagen qualitativ erhalten bleiben. Sie bestehen auch, 
wenn man zn einem angeregten Aromaten iibergeht. Interessant ist 
allerdings, dab im Fall B im Gegensatz zu den beiden anderen auch 
bei n = 2 nnd I > 0 ein yon Null verschiedener Abstand b erhalten 
werden kann, bei dem fiir ( Z e / 2 X ) >  a ein Aufspaltungsmaximnm 
vorliegt. Somit ist die Analogie zwischen dem Vorliegen eines ange- 
regten und eines nicht angeregten Aromaten im Fall B am grSl~ten. 

Eine weitergehende qnantitative Diskussion der Ergebnisse lohnt 
sich nicht, da bei den verwendeten groben Vereinfachnngen nur qualita- 
tive Anssagen mSglich sind. 
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